!'_ Digitalna obrada slike

Lekcija VIII
FILTRI



i Denoising signala

= Jedna od primjena filtara (vjerovatno naJvasza)
je u denoisingu (uklanjanju aditivnog suma koji
je zahvatio signal).

= Problem denoisinga se moze zapisati na sledeci

nacin (ovdje je taj problem zapisan kao 1D problem).
= Signal od interesa je f(n). Signal je zahvacen bijelim aditivnim
Sumom v(n), x(n)=f(n)+v(n).
= Cilj je dobiti filtrirani signal s(n) koji je sto je moguce blizi
signalu f(n) ali na osnovu opservacija signala koji je zahvacen
sumom x(n).




i Denoising signala

= Kao mjeru slicnosti f(n) i s(n) posmatracemo

srednju kvadratnu gresku: "\, N ovdje oznatava
ukupnu duzinu signala

MSE = E{[s(n) - f (")} = %Z[S(n) — £ (n)]?

n=1
= Pod odredenim pretpostavkama a pod uslovom da
znamo funkciju gustine raspodjele Suma koji zahvata
sighal mozemo da odredimo izlaz iz filtra koji
minimizuje srednju kvadratnu gresku.

= Takav filtar se naziva ML filtar (Maximum likelihood
filtar — filtar maksimalne slicnosti ili vjerodostojnosti).



i ML filtar

= Minimizacioni problem za definisanje ML filtra glasi:

n+N
s(n)=argmin > F(x(k)—p)
o k=n-N
= U ovom slucaju je 2N+1 Sirina simetri¢nog lokalnog
susjedstva oko tacke n za koju zelimo da odredimo izlaz iz
filtra. Opste pravilo: Siri filtar (vece N) bolje uklanja sum ali
istovremeno ostecuje signal.

= argmin, oznaka se Cita kao: ono p za koje se izraz
minimizuje.
= F() se naziva loss funkcija (funkcija gubitaka, ovaj naziv

potiCe iz ekonomije) i za ML filtar bi trebala biti jednaka
F(&)=-logp(&) gdje je p(&) funkcija gustine raspodjele Suma.




i Loss funkcija za Gausov sum

= Gausov sum (jedan od najcescih modela suma) ima
funkciju gustine raspodjele:

1 2 o2 je varijansa
p(&) = e /ZL/ Suma
2TG
aditivna i
= Loss funkcija za ovaj Sum je: multiplikativna
konstanta koje
F(2) = log/2no+ |E /20> | meutituna
\ rezultat
filtriranja

= Stoga se kao loss funkcija za Gausov sum usvaja

F(€)=1E]*.



i MA Filter

= Za sliku izlaz iz filtra za sluCaj Gausovske loss funkcije
dobija se kao:

n+N m+M

Jw= Y Y XkD-pF

k=n—N I=m-M

u koje minimizuje ovaj izraz se dobija diferenciranjem
J(n) po u i izjednaCavanjem sa nulom:

n+N m+M n+N m+M n+N m+M
od (p) _

SOy —ax(k ) -p]=0—> 3 x(kD=p > > 1

@],t k=n—N l=m—M k=n—N l=m-M k=n—N l=m—M



i MA filter
T

(M) =K = N DM +1)kZ 2, Xk

=n—-N |=m-M
1 N M

TN TDEM D) 2 & K em D

k=—N I=—M

= Interesantan detalj je da je MA filtar (moving average ili filtar
sa pokretnom sredinom) konvolucioni filtar i da se moze
dobiti izuzetno jednostavnom konvolucijom slike sa
impulsnim odzivom oblika: Dekartov proizvod

1 (Sto bi to moglo biti?)
[ns m] — [_N ) N]é[_M , M] /"

h(n,m)=< (2N +1)(2M +1)
0 drugdje




i MA filtar — MATLAB realizacija

Ea imread('Baboon.jpg");

. imshow(a)

. a=rgb2gray(a);
b3=uint8(conv2(double(a),ones(3)/9,'same’));

. b5=uint8(conv2(double(a),ones(5)/25,'same’));
' b7=uint8(conv2(double(a),ones(7)/49,'same"));

____________________________________________________________

sliku prebacimo u double format

» obavimo konvoluciju sa <
kvadratnom zonom

— vrSi zaokruzivanja i vracanje u
format slike.

‘same’ obezbjeduje da
rezultat konvolucije ima
iste dimenzije kao prvi
argument naredbe conv2.
Kolike bi inace bile
dimenzije?

= Za vjezbu odredite frekventni odziv MA filtra. Da li je u pitanju

niskopropusni ili visokopropusni filtar?



Poredenije filtrirane slike

= Prikazali smo
originalnu sliku i sliku
filtriranu 7x7 filtrom.
Ocigledno ovako Sirok
filtar zamagljuje sliku
kvari ivice, itd. Stoga
tezimo da kad je slika
zahvacena Sumom
vrSimo filtriranje sa
sto je moguce uzim
MA filtrom kako ne bi
ostetili informacije
sakrivene u ivicama i
detaljima slike.

Za vjezbu ostetite sliku Gausovim Sumom odredene varijanse (mozete
koristiti naredbe imnoise ili randn) i pogledajte kolika je srednja

kvadratna greska prije i poslije MA filtriranja sa filtrima razliCite Sirine.




i Mane MA filtra

= Vec smo vidjeli da MA filtar posjeduje jednostavnu
poluintuitivhu, formu koja medutim kvari ivice i detalje
slike.

= Ovaj filtar se izuzetno jednostavno realizuje.

= Slika ne mora biti ekskluzivno ostecena Gausovim sumom
veC moze biti ostecena i sumom koji ima rijetko
pojavljivanje ali sa veoma velikom amplitudom.

= Takav sum nazivamo impulsnim sumom.

= MA filter je veoma osjetljiv na impulsni Sum jer jedan
impuls prosiri po susjedstvu (istina sa nesto manjom
amplitudom).



i MA filtar za 3x3 susjedstvo

Pretpostavimo da je ovo slika i da

1 J1 2 |11 |3 | jefiltriramo sa 3x3 MA filtrom.

1 §2 |1 |1 )3 | Crvenom bojom je oznacen

1 \26 R g impuls koji ocigledno znatno

» * P 1\ odsjcupa od vrljevglnost! iz Iokglnog
| susjedstva. Izvrsimo filtriranje

1 2\ 2 (1 \3 \ unutrasnjeg 3x3 kvadrata.

Svi pikseli koji su susjedi impulsu

4 |4 1'43\ imaju znatno uvecane vrijednosti
odnosno MA filtar Siri uticaj impulsa

4114 1-55\, po slici (u ovom slucaju zahvaceni su

* svi susjedni pikseli).




Poredenje funkcija gust.
raspod.

o) Funkcija gustine raspodjele
Gausovog suma koja je zaobljena
zvonasta kriva koja veoma brzo
opada ka nuli sto znaci da je
ekstremno mala vjerovatnoca da
uzme velike vrijednosti.

/\ Funkcija gustine raspodjele

Laplasovog Suma koji je tipican
- primjer impulsnih Sumova ima
ez S Sroeeenen e . “dugacak rep” odnosno sa
Funkcija gustine raspodjele . mjerljivom vjerovatnoCom moze
Laplasovog Suma je proporcionala | uzeti relativno velike vrijednosti.
exp(-]&]|) pa je odgovarajuéa
loss funkcija F(§)=|&]|.




i MEDIAN FILTAR

= Median filtar je ML filtar za slucaj signala zahvacenog
Laplasovim Ssumom.

= [zvodenje polazi od:

n+N m+M

JW= Y Y Ixk)-pl

k=n—N l=m-M

= Pa poslije diferenciranja dobijamo:

() _ ZN: mz“f —?ﬂ[x(k,l)—u]—O

a“ k=n—N I=m-M

Funkcija znaka +1 za «
pozitivne vrijednosti, -1 za
negativne i 0 za nulu.



i MEDIAN FILTER

= Suma sign-ova se anulira ako je polovina argumenata
veca 0 a polovina manja od O.

= Ovo se moze shvatiti i na drugi nacin. Izvrsimo sortiranje
X(k,1) za ke[n-N,n+N] i le[m-M,m+M] u neopadajuci
redosljed. Oznacimo sortirane vrijednosti sa x;, gdje je:
X(1)SX(2ySeeeSX(i-1)<SK(i)S wee X(2N+1)(2M+1)
= Median je tada vrijednost iz sredine sortirane sekvence

0dNOSNO X((an+1)(2M+1)+1)/2-

= To je vrijednost n za koju je tacno polovine x(k,|)-u
manja od nule (ima sign —1) a polovina veca od nule
(ima sign 1).



i Median parne sekvence

= Uzmimo primjer sekvence sa parnim brojem clanova
1 3 11 4 2 5

= Sortirana sekvenca je:
1 2 3 4 5 11

= Kao median se moze usvojiti svaka vrijednost izmedu
dva srednja elementa u sekvenci (u ovom slucaju
izmedu 3 i 4) pa Ce odgovarajuca minimizujuca
funkcija dati rezultat O.

= Po pravilu se medutim usvaja da je to aritmeticka
sredina dva srednja ¢lana niza (u ovom slucaju je to
3.5).




iMedian filtar za 3x3 susjedstvo

=N = =] =

N~~~ N

=N = =] =

Pretpostavimo da je ovo slika i da
je filtriramo sa 3x3 median
filtrom. Crvenom bojom je
oznacen impuls koji ocigledno
znatno odstupa od vrijednosti iz
lokalnog susjedstva. Izvrsimo
filtriranje unutrasnjeg 3x3
kvadrata.

Ocigledno je uticaj impulsa nestao u
svim pikselima filtrirane slike

Za filtriranje ovog piksela sekvenca je

imala 5 jedinica, 3 dvojke i jednu trojku.



i Osobine median filtra

= Median filter je nelinearan!

= To znaci da se ni konvolucija ni FFT algoritmi ne mogu
koristiti za njegovu evaluaciju vec da se za svaku tacku
mora vrsiti sortiranje susjednih piksela (npr. quick sort ili
insertion sort algoritmom).

= Ovo implicira da je median filtar znatno sporiji za
racunanje od filtra sa pokretnom sredinom.

= Postavlja se pitanje kakav je ovaj filtar u spektralnom
smislu: da li je niskopropusan ili visokopropusan.



Median filtar u spektralnom
omenu

= Posto median nije linearan njegov spektralni odziv se
Samo moze procijeniti.

= Mi smo to uradili na sledeci nacin. Uzeta je slika kojoj je
dodat Sum a zatim je primjenjen median filtar. Sracunali
smo 2D DFT ulazne slike i 2D DFT filtrirane slike. Pod
spektralnim odzivom smo podrazumjevali odnos 2D DFT
izlaza i 2D DFT ulaza. Radi preciznosti proceduru smo
ponovili desetak puta za razlicite Sumove i usrednijili ove
rezultate koji su prikazani na narednom slajdu.



Median filtar u spektr. domenu
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Prikazan je logaritam
dobijene aproksimativne
spektralne karakteristike
median filtra. Crvene i
zute boje odgovaraju
velikim vrijednostima a
plave i zelene malim.

Zakljucak. Median je
niskopropusan filtar
(kao i MA filtar) ali ipak
dobro Cuva ivice kod
slike.

Za vjezbu sami
rekonstruisite ovaj
eksperimenat.



i Dobre osobine mediana

= Median filtar odlicno uklanja impulsni sum ali je za
Gausov sum samo neznatno gori od filtra sa
pokretnom sredinom (ovo ¢emo pokazati na

eksperimentu).

= Da bi ovo ilustrovali dacemo asimptotsku formulu za srednju
kvadratnu gresku filtriranja slike kod koje je primijenjena
optimizaciona tehnika sa funkcijom gubitaka F(&) a funkcija
gustine raspodjele suma je p(¢) i gdje ne mora da vazi

F(&)=-logp(&): T (F'(€))* p(&)dé

n 1
MSE = E{l S(n,m)_ f(n1m)| }N (2N +1)(2M _|_1) o 2
[ [ F @) p(é)déj

Zasumljena slika

Originalna slika bez suma <+—



i Dobre osobine mediana

= Prethodna relacija je veoma gruba aproksimacija koja
se ne izvodi bas na prost nacin a pretpostavlja da
slika u lokalnom susjedstvu ima konstantan osvjetljaj
sto naravno nije tacno u realnim aplikacijama.

= Za vjezbu obavezno uradite sledece eksperimente: provijeriti
aproksimativnu srednju kvadratnu gresku (Mean Squared
Error) za Gausov Sum kod mediana i MA filtra; zatim
ponovite iste operacije za Laplasov Sum kao i za Cauchyjev
sum. Cauchy-jev Sum je takode model impulsnog Suma sa f-
jom gustine raspodjele: p(&)=a/n(E2+a2).

= Kakav zakljuCak iz ovoga mozete da izvedete?

= Sugerisani zakljuCak: median je nesto losiji od MA filtra za
Gausov Sum, nesto bolji za Laplasov a mnogo bolji za
Cauchyjev.

= Median radi dobro za gotovo sve impulsne Sumove.



i Median — ivice i detal;i

= Izuzetno dobra osobina median filtra je Cinjenica da za
razliku od filtra sa pokretnom sredinom Cuva ivice
objekata u slici (ivice su nagli prelazi sa jednog na drugi
osvjetljaj i veoma su vazne za ljudsku viziju).
= Kreirajte sledeci eksperiment. Posmatrajte signal kod kojeg imate
K uzastopnih nula pracen sa K uzastopnih jedinica. Primijenite 1D
filtar sa pokretnom sredinom i median filtar sa 2N+1 odbiraka u
okolini ivice i pogledajte sto Cete dobiti.
= Jedina bitna mana median filtra uz racunsku slozenost je
to sto se mali detalji slike tretiraju kao impulsi i bivaju
eliminisani.
= U realnim slikama da bi se izbjeglo unistavanje detalja
median se primjenjuje obicno u susjedstvu ne vecem od
9x9 a Cesto samo 3x3.




kako median filtar Cuva ivice. Neka je
susjedstvo Sirine 3 i neka je zeleni
piksel 0 a crveni piksel 1. Na ivici zelim
000 0 da sacuvanom navedene vrijednosti. Za
Cetiri piksela oznacena znakom x smo
sracunali izlaz iz median filtra i MA
filtra. Kod mediana zadrzavamo
skokovit prelaz dok kod MA imamo
> 0-0-88 neprijatni blagi prelaz kojim se slika
zamagljuje.

Prvi piksel, susjeds. {0, 0, 0}, MA=0, MED=0

i Med|an | |V|Ce Na simplifikovanom primjeru pokazimo

Drugi piksel, susjeds. {0, 0, 1}, MA=1/3, MED=0

Tredci piksel, susjeds. {0, 1, 1}, MA=2/3, MED=1

Cetvrti piksel, susjeds. {1, 1, 1}, MA=1, MED=1



‘L Realizacija median filtra

function y=med_filt(x,p)

Realizacija je data u obliku

mM=p(1); mM=round((mM- 1)/2),
NN=p(2); nN=round((nN-1)/2);
if(mMM<0) mM=0; end

—~—

MATLAB funkcije: x je slika od
interesa a p je vektor od dva
parametra koji predstavljalju
dimenzije susjedstva u
kojima se vrsi filtriranje.

if(nN<0) nN=0; end ’
if(MM==0&nN==0)
Y=X,

»

Ako je p=[9 9] dobicemo

— mM=4 i nN=4 a ovo dalje znaci

da ¢emo vrsiti filtriranje oko
svake tacke u intervalu
[m-mM, m+mM]x[n-nN,n+nN].
Obezbjedili smo da mM i nN ne
mogu biti negativni.

> U ovom slucaju ne treba filtrirati.

double



‘L Realizacija median filtra

for m=1:M Prolazimo kroz sve piksele slike.
for n=1: N
z=x(max(1,m-mM):min(M,m+mM),max(1,n-nN):min(N,n+nN));
y(m,n)=median(z(:)); l
end l _ _
end Odsjecamo zonu slike od m-mM do m+mM
z(:) matricu pretvara u i od n-nN do n+nN ali vodimo racuna da
end i o naredba zona ne izade van granica [1,M]x[1,N].
median odreduje median  OVO nije zasigurno najbrzi nacin da se ovo
ove sekvence. odsjecanje ostvari ali je relativho pogodan
za nivo objasnjenja na kursu.

. Funkcija je relativno dobra (neprofesionalna) aplikacije. Primjer poziva:
. B=med_filt(A,[5 5]);

______________________________________________________________________________________________________________________________________



Poredenije filtara

Slika zahvacena
Gausovim sumom i
filtrirana filtrom sa
pokretnom
sredinom i median
filtrom. Kod
filtriranih slika ne
uocava se bitna
razlika u kvalitetu.

Slika zahvacena
Laplasovim Ssumom i
filtrirana filtrom sa
pokretnom
sredinom i median
filtrom. Median ima
znatno bolji
kvalitet.

Poredenje kvaliteta se moze vrsiti samo numericki.



i Test sumovi

Test Sumovi se mogu kreirati na vise nacCina. Npr. Gausov Sum
se moze dobiti kada se slika sabere sa s*randn(N,M) gdje je
NxM dimenzija slike dok je s standardna devijacija Suma.

Sliku koja je na ovaj nacin zahvacena sumom prije prikazivanja
treba vratiti u format slike to jest odsjeci (ili zaokruziti)

necjelobrojni dio i vratiti u granice od 0 do 255 ako je u pitanju
slika koja je prikazana sa 8 bita.

Alternativna naredba za dodavanje Suma je oblika:
B=imnoise(A,tip’,parametri);.

A je originalna slika bez Suma, tip je tip Suma recimo ‘salt &
pepper’ za tipican impulsni sum, dok su parametri parametri
suma koji se dodaje (kod ‘salt & pepper’ je procenat impulsa).



i Kreiranje sumova

Konsultujte knjigu da bi vidjeli kako se recimo Laplasov Sum moze
kreirati na osnovu Suma sa uniformnom raspodjelom (ovaj Sum je
dostupan u MATLAB-u preko naredbe rand).

= U novijom verzijama MATLAB-a postoji mnostvo tipova suma koji su vec
realizovani. Npr. poissrnd daje multiplikativni Poissonov sum koji ima
srednju vrijednost i standardnu varijansu koja je jednaka vrijednosti
osvjetljaja nezasumljene slike u datoj tacki. Ovakav Sum je
karakteristika slika dobijenih ultrazvucnim snimanjima.

= Druge generatore slucajnog suma mozete dobiti u MATLAB-ovom helpu
preko opcije search i unesite Random numbers generator.

= Za testiranje razlicitih algoritama u praksi je neophodno znati realizovati
sumove a cesto MATLAB funkcije nijesu dostupne ili nijesu realizovane
na masinama sa kojima treba raditi (recimo medicinski uredaji) pa ih
treba znati realizovati od pocetka.



i Numericke ocjene kvaliteta

= Najpoznatije numericka ocjena kvaliteta filtriranja
(kao i nekih drugih algoritama u obradi slike) je SNR
(Signal to Noise Ratio). Srednja kvadratna

= SNR se definise kao: __, vrijednost slike
(“srednja snaga

slike”).
ZZf (n,m) __|
SNR =10log,, 1 — m=1 n=1
Lzrazavaseu | ZZ[f (- f(mF
. decibelima dB. m=1 n=1 _
1 M — Originalna slika.
sz (n m) " Filtrirana slika.
=10log 0 m=1 n=1 Srednja kvadratna greske filtriranja

(Mean Squared Error). Takode, moze
biti procjena kvaliteta.

MSE




i Numericke ocjene kvaliteta

= Danas najpopularnija mjera kvaliteta je odnos Pseudo
signal — sum (Pseudo Signal to Noise Ratio — PSNR) koja
se definise kao:

Maksimalna vrijednost signal
(maksimalni osvjetljaj).

f2 f2

=10log,, —™

1] N Y MSE
WZZ[I‘ (n,m)— f (n,m)J’

m=1 n=1

PSNR =10log,,

= IskljuCujuci neke relativno nerealne situacija (npr. tamna
slika ima samo jednu svijetlu tacku) PSNR odnos je
veoma dobro procjena kvaliteta filtriranja slike.



i Numericke ocjene kvaliteta

Zna se da za PSNR>60dB razlike dvije slike se obicno ne
mogu uociti Cak ni u uslovima direktnog poredenja.

= Za PSNR>40dB (uglavhom i za PSNR>35dB) razlike se
mogu uociti samo pazljivim uporedivanjem originala i
filtrirane slike.

= Za 15dB<PSNR<35dB slika se moze prepoznati ali je
losijeg kvaliteta (pri donjoj granici jako loSeg a pri gornjoj
relativno dobrog).

= Za PSNR<15dB (ili PSNR<20dB) slika je neupotrebljiva.

= Ovakve granice su i razlog zbog kojeg se PSNR najcesce i
koristi kao numericka ocjena kvaliteta.



Ostale ocjene kvaliteta

= Numericke: Jedna relativno Cesto koriscena ocjena
kvaliteta je maksimalna apsolutna vrijednost greske;
Pored uvedenih danas je sve popularnija mjera ISNR
(Improvement poboljéanje SN R):

ZZ[X(In m) - f(n,m)]’

o o ISNR =101log,, NJN e

vim numericke

ocjene kvaliteta ZZ[f (n m) —f (n m)]
nijesu i m=1 n=1

iscrpljene! : : : : : :
Kao i sve mjere koje se racunaju preko logaritma i ova se

mjera izrazava u dB. Predstavlja odnos MSE za ulazni
signal i za izlazni signal i pokazuje za koliko dB smo
popravili SNR nasim filitriranjem. Ako je ISNR=0dB
nijesmo popravili nista.



i Ostale ocjene kvaliteta

= Nenumericke. Sve numericke mjere kvaliteta u praksi imaju
neke mane. Npr. PSNR koji je kod vecine realnih slika veoma
dobar ne daje realne rezultate ako je slika veoma tamna sa
svega nekoliko svijetlih tacaka. Stoga se jos uvijek koriste |
mjere kvaliteta koje se ne izrazavaju strogo formulom vec
recimo ocjenom “vrlo dobro”. Najcesce se i nenumericke
mjere na neki nacin kvantifikuju pa se vecem broju korisnika
da ocjeni rezultat filtriranja sa opisnim ocjenama a te se
opisne ocjene kvantifikuju numerickim (npr. od 1 do 5) i
usrednje i recimo se kaze prosjecna ocjena filtriranja je 3.62.

= Mozda izgleda cudno ali ovakva "mjerenja” nijesu rijetka u
praksi i naJcesce je problem samo u pronalazenju
“dobrovoljaca” koji ce vrsiti ocjenjivanije.



i Varijante median filtra

U praksi su realizovane brojne varijante median filtra.

Pored filtra sa pravougaonom oblascu susjedstva mogu se Koristiti i
filtri sa drugim oblicima susjedstva: obliku plusa, romba, kruga itd.
PokusSajte da modifikujete funkciju koja vam je predlozena da bi

radila za neki od navedenih odnosno za proizvoljan oblik susjedstva.

Do prije nekoliko godina znacajna tema je bilo pojednostavljivanje
racunanja median filtra sa stanovista racunske kompleksnosti
(sortiranje je slozenije od konvolucije) odnosno u pogledu
memorijskih zahtjeva (pored polazne slike, memorisSemo i sliku
rezultat). Mi ¢emo ovdje definisati dva “pojednostavljena” median
filtra:

= Separabilni median filtar (smanjuje racunsku slozenost)

= Rekurzivni median filtar (umanjuje memorijske zahtjeve).



i Separabilni median filtar

= Kod separabilne varijante median filtar se primjenjuje za svaku vrstu
(ili kolonu) kao 1D filtar pa se zatim primjenjuje na svaku kolonu
(odnosno vrstu) kao 1D filtar. Dajmo realizaciju ove funkcije samo u
dijelu dvostruke for petlje (ostatak je slican kao kod mediana):
function y=sep_med_filt(x,p)
%%%Naredbe kao kod median filtra

for m=1:M Filtriranje po
for n=1:N _ _ vrstama.
t(m,n)=median(x(m,max(1,n-nN):min(N,n+nN)); >
end
end )
for m=1:M )
for n=1:N e .
y(m,n)=median(t(max(1,m-mM):min(M,m+mM),n); X :::f;:::{: Elci,ke

end medurezultata.

end




rocjena slozenosti sep. mediana

Kod median filtra se za svaku tacku u slici vrsi sortiranje niza dimenzija
(2K+1)x(2K+1).
Najbrzi algoritmi sortiranja (recimo quick sort) pod dobrim uslovima

zahtjevaju Nlog,N poredenja za sortiranje odnosno u nasem slucaju je to
2(2K+1)%log,(2K+1).

Kod separabilnog median filtra vrSimo sortiranje sekvence od 2K+1 duz
jedne koordinate pa zatim vrSimo 1 sortiranje duz druge koordinate pa je
slozenost: (2K+2)(2K+1)log,(2K+1) pa ovaj filtar ima procjenjenu
manju slozenost za (2K+1)/(K+1) puta u odnosu na median filtar.

Napomenimo da su sve dobijene relacije aproksimacije i da nijesu previse
taCne za malo K ali daju dobar osjecaj za slozenost.

Napomenimo a to i provjerite da su rezultati dobijeni separabilnim median
filtrom slicni onima dobijenim kod median filtra.



i Rekurzivni median filtar

Druga (nekada veoma Cesta) varijanta median filtra je
rekurzivni median filtar.

Primjenljivan je kod sistema koji su oskudijevali sa
memorijom.

Radi na sledeci nacin. Pretpostavimo da pocinjemo
filtriranje slike od pozicije (n,m). Primjenimo median filtar i
dobijeni rezultat smjestimo u originalnu sliku na poziciju
(n,m). Zatim vrSimo filtriranje na poziciji (n+1,m).
Filtriranje sada ukljucuje i vec filtrirani piksel (n,m)!!
Dakle, kod rekurzivnog filtriranja ne formiramo dvije slike —
pocetnu sliku i sliku rezultat vec sve operacije obavljamo na
jednoj slici i na taj nacin stedimo memoriju.



iReaIizacija rekurzivnog mediana

%Pocetak kao kod mediana

—, Ovog koraka vise nema
(stavljen pod komentarom).

for m=1:M
for n=1:N
z=x(max(1,m-mM):min(M,m+mM),max(1,n-nN):min(N,n+nN));
X(m,n)=median(z(:));
end

end Rezultat filtriranja se stavlja
u pocetnu sliku!




i Mane rekurzivhog mediana

Rekurzivni median ima osnovnu prednost u smanjivanju
memorijskih zahtjeva.

Danas memorija osim u veoma specificnim uredajima nije
skupa ni nedostupna tako da se smanjuje potreba za ovakvom
ustedom.

Rekurzivni median, medutim, moze da ponisti viSe impulsa
nego median filter (filtriranje se obavlja nad pikselima koji su
vec filtrirani).

Medutim, rekurzivni median filter sa relativno Sirokim
susjedstvom u kojem vrsi filtriranje razmazuje sliku u pravcu u
kojem se vrsi filtriranje.

Za inZinjere ovo je veoma loSa osobina ali je ponekad koriste
“umjetnicki” racunarski alati za postizanje specificnih efekata.



i Mixed noise slucaj

= Vec smo uveli pojam ML filtara i rekli da se oni
dizajniraju prema sumu koji se ocekuje u slici.

= Rekli smo da je MA filter dobar za Gausov Sum dok
da se za Laplasov treba koristiti median filtar.

= Ako ne znamo koji je tip Suma ali imamo saznanja
da je impulsne prirode dobro je zapoceti sa median
filtrom jer on daje dobre rezultate i za druge klase
impulsnih Sumova.

= Postavlja se pitanje jedne veoma prakticne situacije
a to je da imamo Sum koji je uglavhom Gausov a
ponekad se pojavljuju impulsi. Ovakav sum se
naziva mjesovitim ili mixed noise.

= Sto u toj prilici raditi?



i L - filtri

Jedna moguca ideja kod mixed Sumova je primjeniti
median filtar koji Ce vjerovatno dati dosta solidne
rezultate.

Ipak ovi rezultati ce dosta odstupati od najboljih koji
bi se mogli postici ML filtrom za dati sum.

Obicno se ML filtar za mijeSane Sumove ne moze
izraziti u zatvorenom obliku vec se vrsi njegovo
iterativno izraCunavanje.

Umjesto dizajna ML filtra koji je obicno i nemoguc

precizno koriste se L-filtri koji kombinuju osobine MA
| median filtara.



i L-filtri - definicija

= L-filtar je skraceno od necCega sto se moze definisati kao
linearna kombinacija statistika reda.

= Na primjer pretpostavimo da imamo sliku i da posmatramo
njen piksel (n,m) i lokalno susjedstvo dimenzija
(2N+1)x(2M+1).

= Kod median filtra smo vrsili sortiranje ovog susjedstva od
najmanje do najvece vrijednosti:
X1y X2) X@3) =+ X[oN+1)2M+1)+17/2 =+ X[2N+1)(2M+1)-1] X(2N+1)(2M+1)

= Vrijednosti x;, su iz lokalnog susjedstva sortirane tako da je
XiH<X(i+1) - 1aKo je sredina niza odnosno median:

X[(2N+1)(2M+1)+1]/2



i L-filtri - Definicija

= L-filtar se moze definisati: __ Sortirane vrijednosti van
(2N+1)(2M +1) lokalnog susjedstva oko

: ck ,m).
ym= 2, axp” | EHemm

=1

P

Koeficijenti L-filtra. <

= Karakteristike koeficijenata a; su uobicCajeno
selektovane da zadovoljavaju:

(2N+D(EM+1) . & = AN 1) (2M 41) 41
: q = Uslov nepristrasnosti koji forsira da
=1 ) _ Ny se na isti nacin tretiraju vrijednosti
Uslov koji omogucuje da je energija koje su na istoj poziciji u odnosu na
izlaznog signala jednaka energiji median na strani veéih i manjih

(osvjetljaju) izlaznog signala. osvjetljaja.



i L-filtri — Specijalni slucajevi

= Dva do sada uvedena filtra: MA i median filtar su
specijalni slucajevi L-filtara:
= MA filtar slijedi za a,=1/(2N+1)(2M+1) za svako i.

= Kako je pretpostavljeno da je broj odbiraka u lokalnom
susjedstvu neparan to median filtar slijedi ajony1yom+1)+172=1
i a=0 za iz[(2N+1)(2M+1)+1]/2.

= Dva ponekad koriS¢ena specijalna slucaja L-filtara su MAX
filtar koji daje maksimum osvijetljaja u lokalnom susjedstvu:
aon+nem+n=113=0 za i#(2N+1)(2M+1);

kao i MIN filtar koji daje minimum osvjetljaja u lokalnom
susjedstvu tacke: a;=11ia;=0 za i=1.




i | -filtri — Prakticnhe forme

N

Specijalni slucajevi ipak nijesu ono zbog Cega su L-
filtri predlozeni.

Najcesca prakticno koriscena forma L-filtara je o-
trimovana sredina koja iz sortirane sekvence bira
nekoliko vrijednosti oko mediana simetricno sa obije
strane mediana i vrSi usrednjavanje tih vrijednosti.
Formalno se koeficijenti a; kod a-trimovane sredine

mogu definisati kao: K=(2N+1)(2M+1)
/7

2aé "] le[(K+1)/2—oK,(K+1)/2+aK]
0 drugdje

oe[0,0.5]



i L-filtri prakticne forme

= Za a=0 a-trimovana sredina se svodi na median dok
se za a.=0.5 svodi na MA filtar. Prakticno su ipak
interesantnije forme za o izmedu ove dvije
ekstremne vrijednosti a.e[0,0.5] pomocu kojih se
moze izbjeci uticaj impulsnog Suma ali u isto vrijeme
bolji rezultati nego kod mediana za Gausov sum.

= Cesto koriSceni slucaj L-filtra je varijanta gdje se za

okalno susjedstvo sracuna median i za dobijanje

izlaza iz filtra usrednje oni pikseli iz susjedstva kod

Kojih je apsolutna vrijednost razlike osvjetljaja

posmatranog piksela i mediana manja od nekog
parametra A koji se unaprijed usvaja.




Za samostalni rad

= Kreirajte funkciju koja racuna pokretnu sredinu i median za
nepravougaono susjedstvo.

= Kreirajte funkciju koja realizuje o-trimovani filtar gdje je o ulazni
argument funkcije.
= Napomena. Realizacija je slicha medianu. U petlji gdje se inace racunao
median vrSi se sortiranje niza naredbom sort i usrednjavaju oni ¢lanovi

sortiranog niza oko mediana Cija je udaljenost manja od velicine koja je
odredena sa o i dimenzijama lokalnog susjedstva.

= Realizujte varijante L-filtara opisane u lekciji.

= Realizujte myriad filtar u lokalnom susjedstvu datih granica. Myriad
filtar se dobija kao ML filtar za Cauchyjev Sum cija je funkcija gustine
raspodjele proporcionalna s/(£2+K?) gdje je K linearizacioni parametar.
= Napomena. Nije moguce dobiti izlaz iz ovog filtra u zatvorenom obliku pa
se za njegovu realizaciju mora koristiti iterativni algoritam. PoCetna iteracija

mozZe biti izlaz iz MA ili median filtra. Student koji realizuje ovaj filtar moze
biti posebno nagraden.



i Za samostalni rad

= Realna slika je zahvacena Gausovim sumom. Da li se moze dogoditi da
srednja kvadratna greska dobijena na izlazu iz MA filtra bude veéa od
srednje kvadratne greske dobijene na izlazu iz median filtra?
Obrazloziti! Ponoviti isti misaoni eksperiment ako je slika zahvacena sa
Laplasovim sumom i filtrirana sa ova dva filtra. Moze li u ovom slucaju
ML filtar (median filtar) biti gori od MA filtra i ako moze zbog Cega?

= Realizujte separabilni i rekurzivni median filtar.

= Uporedite separabilni median, median, o-trimovani filtar i MA filtar za
filtriranje salt&pepper Suma, Gausovog Suma, Laplasovog Suma.

= Napomena. Eksperimenti se obavljaju na sledeci nacin: posmatra se vise
slika, posmatra se viSe nivoa Suma, za svaki nivo Suma ponavlja se
eksperiment sa viSe realizacija Sumnog procesa (Monte-Karlo simulacija),
posmatra se razliCita veliina lokalnog susjedstva, razliiti parametri Suma i
tek na osnovu ovakve statistike donosi odluka.



Za samostalni rad

= Provjerite spektralne karakteristike median filtra.

= Odrediti spektralnu karakteristiku MA filtra (MA filtar u frekventnom
domenu).

= Da li L-filtri definisani u lekciji zadovoljavaju dva uobicajena uslova za
L-filtre?

= Posmatrajte Sum sa uniformnom raspodjelom na intervalu —A do A.
Definisati ML filtar za ovaj Sum. Da li je ovaj filtar pripadnik klase L-
filtara i sa kojim koeficijentima? Na osnovu koja dva uvedena specijalna
slucaja L-filtara se moze definisati ovaj filtar?

= Sum uzima sa vjerovatnocom (1-p) Gausovu raspodjelu sa srednjom
vrijednoscu 0 i varijansom o2 (ovo se ponekad zapisuje Sum N(0,c2)
gdje N poti¢e od normalne raspodjele) i sa vjerovatno¢om p (p je
relativno mala vjerovatnoca u praksi obicno manja od 10%) Gausovu
raspodjelu sa srednjom vrijednosScu 0 i varijansom K2c2 gdje je K vece
od 1 a po pravilu 3 ili 5. Odrediti ML filtar za ovaj Sum. Da li se moze
realizovati u zatvorenom obliku? Intuitivno odgovorite da li je za ovaj
sum bolji MA ili median filtar?



i Za samostalni rad

Realizovati ML filtar za “mijesani Gausov sum” definisan na prethodnom
slajdu (vjerovatno iterativhom procedurom). Uporediti dati filtar sa MA i
medianom. Da li se rezultati poklapaju sa ocCekivanim i ako ne
poklapaju zbog cega?

Median filtar “nasumic¢no” uzima jedan piksel iz lokalnog susjedstva. Mi
bi Zeljeli da zadrzimo centralni piksel kao najbolji ako nije zahvaden
impulsnim Sumom. Postoji varijanta tezinskog median filtra kod koje se
centralni piksel ponavlja nekoliko puta i median se traZi od sekvence
koju predstavljaju osvjetljaji piksela iz lokalnog susjedstva i vise puta
ponovljeni centralni piksel. Realizovati ovaj filtar za razliCite brojeve
ponavljanja centralnog piksela. Kakve karakteristike ocekujete u
filtriranju u zavisnosti od broja ponovljenih piksela i kakve dobijate?

Rayleighev Sum je kvadratni korjen zbira kvadrata dva nezavisna
Gausova suma. Cesto se koristi u praksi. Da li median, MA i drugi
uvedeni filtri mogu da filtriraju ovaj Sum? Koja je ML estimacija ovog
suma? Kako modifikovati L-filtre ili median filtar da daje neke rezultate
u ovom slucaju?



i Za samostalni rad

= Kreirati funkcije koje na osnovu zadate polazne (bez Suma) i odredisSne
slike racunaju: PSNR, SNR i druge mjere kvaliteta.

= Da li se ISNR moze sracunati sa ova dva parametra? Ako moze
realizovati funkciju koja racuna ISNR a ako ne moze dodati joS
parametara i realizovati funkciju za ISNR.

= Da li se moze dogoditi da ISNR bude negativan i Sto znaci negativna
vrijednost ISNR-a?



